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Abstract 

Singularities of Poisson structures where l-jet vanishes appear in a stable manner because they 
are generically not destroyed by small perturbations of the Poisson structure. In this paper we study 
these singularities. We give first a normal form for Poisson structures with zero l-jet but with a 
“generic” 2-jet at a point. We give also a “quadratisation” result in class Coo. 

RCsumk 

Les singularit& des structures de Poisson 06 le l-jet est nul apparaissent de faGon stable en ce 
sens qu’elles ne disparaissent pas, en gCnCral, sous une petite perturbation de la structure de Poisson. 
Cet article est consacrk g I’Ctude de ces singularit&. Nous donnons d’abord une forme normale pour 
les structures de Poisson g l-jet nul mais avec un 2-jet “gCn&que” en un point. Nous en dCduisons 
un critke de “quadratisabilit6” en class Cm. 

Subj. Class.: Differential geometry 
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0. Position du problkme 

Dans ce travail, la difkentiablitt? est entendue au sens Coo. 

Une structure de Poisson sur une vari&t? diffkrentiable A4 est la donnCe sur l’anneau 

COO(M, R) des fonctions diff&entiables, d’une loi de composition interne { , ), appelte 
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crochet de Poisson qui est bilineaire, antisymetrique et qui verifie les identites de Leibniz 
et de Jacobi: 

CL) Ifs, hl = f&t hl + g1.L hl, 
(J) ((6 g)t hl + ((8, h)t fl + Ith, .!-I> gl = 0, 

quels que soient f, g et h E Cw(M, II%). 
Se donner une structure de Poisson sur M revient a se donner un champ de bivecteurs 17 

verifiant [n, n] = 0, oti le crochet [ , ] est celui de Schouten. Ce champ de bivecteurs est 
appele tenseur de Poisson; il est lie au crochet de Poisson par la relation n (df, dg) = (f, g) 
pour tous f, g E CCO(M, [w). 

Si(xt,..., x,) est un systbme de coordonnees definies sur un ouvert U alors on a 1 ‘ex- 
pression locale: 

En remplacant les fonctions differentiables par les fonctions holomorphes, on definit des 
notions analogues sur les varietes complexes. 

Soit n une structure de Poisson sur M et mu un point de M. Reduire n a une forme 
normale au voisinage de mu, c’est trouver des coordonnees locales autour de mu dans 
lesquelles l’tcriture de n est la plus simple possible. On sait [Well que n est le produit 
d’une structure symplectique par une structure de Poisson qui s’annule en mu. 11 s’agit done 
d’etudier les formes normales des structures de Poisson qui sont nulles en mu. Dans de 
coordonnees locales (XI, . . . , x,) nulles en mu, de telles structures de Poisson s’ecrivent 
sous la forme: 

(Xi, Xj ] = c hfjxk + c c~~x,x~ + termes d’ordre 2 3. 

Le premier pas a entreprendre consiste a chercher de nouvelles coordonnees (~1, . . . , y,) 
nulles en me verifiant (yi, yj) = c kfj yk. Si de telles coordonnees existent, la structure de 
Poisson n est dite linearisable. La linearisation des structures de Poisson a et6 beaucoup 
Ctudiee, notamment par Conn [Cl,C2], Desolneux-Moulis [De], Molinier [MO], Weinstein 
[Well. 

Dans le cas ou le l-jet en me est nul, c’est a dire que les Afj sont nuls, le 2-jet definit une 
structure de Poisson quadratique c’est a dire une structure de Poisson sur l’espace tangent 
en rrzc a M pour laquelle le crochet de deux fonctions lineaires est toujours une applica- 
tion quadratique. On peut voir alors notre structure de Poisson comme une deformation 
de structure de Poisson quadratique. Dans ce travail nous donnons des formes normales 
pour ce type de structure. Notre inter& pour ces questions vient, d’une part du fait que les 
structures de Poisson quadratiques apparaissent naturellement dans differents problemes 
(systemes integrables, equations de Yang-Baxter, etc.), d’autre part du fait que les points 
ou le l-jet s’annule apparaissent defaGon stable dans les structures de Poisson. Precisons ce 
phenomene: on sait associer a toute structure de Poisson n son rotationnel (voir [DH,We2] 
ou Weinstein le rebaptise “modular vector field”), c’est un champ de vecteurs X, 
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isomorphisme infinitesimal de I7, et qui est defini modulo les champs hamiltoniens. Si 
f7 a son 1 -jet nul en un point mu, alors X s’annule en ce point et sa partie lineaire X(l) est 
intrinsequement attachee a I7. Notons 11, . , h, les valeurs propres de X(l). Soit main- 
tenant une nouvelle structure de Poisson 17’C2-proche de I7, alors son rotationnel X’ sera 
C’-proche de X. Si les valeurs propres de X(t) sont toutes non-nulles alors X’ va s’annuler 
en un point m proche de mo; de plus on peut voir que si ces valeurs propres ne verifient 
aucune relation 

Ai + Aj = 0, ki + hj = hk 

alors il en sera de m&me des valeurs propres de la partie lineaire de X’ en m et cela impose 
a IT’ d’avoir, elle aussi, un 1 -jet nul en m. 

Rappelons (voir [D2]) qu’en dimension 3 la contraction avec une forme volume (qui existe 
toujours dans cette etude locale) Ctablit une correspondance bijective entre les structures de 
Poisson et les 1-formes integrables. On peut noter que Camacho et Lins-Neto [CLN,LN] 
avaient deja remarque ce phtnomene de stabilite des points oit le 1 -jet est nul dans le cadre 
des 1 -formes integrables. 

Le cas particulier oti la dimension de la variete de Poisson est &gale a 2 a et6 trait6 par 
Amol’d (voir [A]). En effet, il y a (a isomorphisme pres) quatre modeles de structures de 
Poisson quadratiques sur [w2 qui sont 

a a 
Ql =axy- A -, 

ax ay 
a a 

Q2=ci(x2+y2)-A-, ax ay 
a a 

Q3 =crx2- A -, ax ay 

oti (Y est un reel non nul. Toute structure de Poisson n nulle a l’origine 0 de lR2, dont le 
2-jet en 0 est du type Qt (resp. Q2) se ramene par un changement de coordonnees a sa 
partie quadratique. Autrement dit, il existe des coordonnees locales (x’, y’) nulles en 0 
telles que n(x’, y’) = Qt (x’, y’) (resp. II@‘, y’) = Qz(x’y’)). Cependant, le modele Q3 
ne possede pas cette propritte. En general, les formes nom-tales des structures de Poisson 
sur [w2 nulles en 0 qui admettent pour 2-jet en 0 une structure de Poisson du type Q3 
cornportent des termes d’ordre superieur a 2 et on a les modeles 

a a x2 + ayPz A -. ay 
Comme nous faisons une etude locale nous travaillerons sur la variete [w” (ou C”) avec 

mo = 0. Dans [DH] il a et6 montre que, si les valeurs propres de la partie lintaire du 
rotationnel ne verifent aucune relation non triviale 

b+Aj=h,+h,, 
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alors la partie quadratique Z7c2) est diagonalisable, c’est ?I dire qu’il existe un changement 
de variables lineaire complexe qui met cette partie quadratique sous la forme 

n(2) = CUijxiy& A 2. 
iij I J 

Par la suite nous supposerons que ZZc2) est toujours de ce type; c’est, en un sens discutable, 
le cas “generique”. Dans [D2] on avait donnt une forme normale assez grossiere et des 
thtoremes de “quadratisation” pour de telles structures de Poisson a l-jet nul: le principe 
qui menait a ces resultats Ctait de mettre le rotationnel X sous forme normale et d’exploiter 
ensuite la relation LxZ7 = 0. Les resultats s’exprimaient done en fonction du spectre 

Al,..., h, de la partie lineaire X (I) de X. I1 nous est apparu que l’on pouvait faire mieux 
en utilisant plutot la matrice des aij qui intervient dans l’ecriture “diagonale” de Z7c2) que 
l’on vient de donner (les hk sont les sommes des coefficients des lignes de cette matrice). 
Nous obtenons ainsi une theorie de forme normale formelle pour les structures de Poisson a 
l-jet nul qui est assez proche de celle des champs de vecteurs nuls en un point: la matrice A 
des aij jouant le role du spectre de la partie lineaire du champ de vecteurs. Avant d’enoncer 
notre resultat principal dans cette direction nous precisons quelques notations: on prend 
Yi = xia/axi et, pour des multi-indices I = (It, . . , I,) dans (RJ U (-I))“, on pose 
XI = XII I x.-x.:. L’hypothese (H) est une hypothese gentrique qui est explicitee dans 
notre troisieme paragraphe. On a alors le resultat suivant. 

Thkorbme 1. Toute structure de Poisson & I -jet nul2 1 ‘origine et dont la partie quadratique, 
de forme n(2), satisfait l’hypothhse (H), est formellement isomorphe 2 une structure de 
Poisson du type: 

Z7 = C C X'CifJYi A Yj. 
i<j A.I=O 

Ce travail comporte quatre sections. Dans Section 1, nous rappelons quelques resultats 
sur les structures de Poisson quadratiques. Dans Section 2, nous introduisons l’opbateur de 
cohomologie de Poisson dont on se servira pour trouver une forme normale de structures 
de Poisson. Section 3 est consacree au Theoreme 1. Enfin, dans Section 4, nous donnons 
un resultat de quadratisation en classe Cc0 (Theoreme 2) qui est, en partie, un corollaire du 
Theo&me 1. 

1. Structures de Poisson quadratiques 

Par la suite le symbole K designera soit R soit @. 

Definition. Un crochet de Poisson sur un espace vectoriel (reel ou complexe) est dit quadru- 
tique si le crochet de deux formes lineaires est toujours une forme quadratique. 
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Les structures de Poisson quadratiques s’introduisent de facon naturelle lorsqu’on Ctudie 
les solutions de l’equation de Yang-baxter dans les groupes de Lie (voir [Sk,Dr,BB]). 
On trouve dans [DHJ, la classification complete des structures de Poisson quadratiques 
en dimension 3. Celle-ci figure aussi dans [LX]. Dans [EG] cette etude est Ctendue a la 
dimension 4. 

DCfinition. Une structure de Poisson quadratique 17 est dite diagonalisable s’il existe un 
systeme de coordonntes x = (xl, . , x,) dans lesquelles elle s’ecrit 

I7 = CaijXiXj$ A $. 

iij I J 

On dit alors que (xl, . . . , x,) est un systeme de coordonnees adapt&es 9 la structure de 
Poisson quadratique diagonalisable. La matrice antisymetrique (aij) est appelee expression 
diagonale de n relativement au systeme de coordonnees (xl, . . . , x,). 

Le probleme nature1 que l’on se pose est le suivant: ttant donnte une structure de Poisson 
quadratique diagonalisable, son expression diagonale est-elle unique? La reponse a cette 
question est affirmative: on a la proposition suivante 

Proposition 1. On considere une structure de Poisson quadratique diagonalisable sur K” 
et deux systkmes de coordonnees adapt&es x = (xl, . . . , x,), x’ = (xi, . . . , x;). On note 
A = (aij) et A’ = (ajj) respectivement les expressions diagonales de cette structure de 
Poisson relativement aux coordonne’es (xl, . . . , x,) et (XI,, . . . , XL). I1 existe une matrice 
Mp d’une permutation P des vecteurs de la base canonique (el , . . , e,) de K” dejmiepar 
P(et) = e,(i) telle que: 

A’ = M,’ AMP 

Cette proposition nous dit que, modulo une permutation, les vecteurs lignes des matrices 
A et A’ sont identiques. Ce sont des invariants pour la structure de Poisson consideree. Sa 
demonstration se fait par recurrence sur n (voir [Wa]). On peut se demander s’il y a une 
decomposition des structures de Poisson quadratiques analogue a celle de Jordan pour les 
champs de vecteurs lineaires. 11 faudra d’abord trouver une bonne definition de la notion de 
structure de Poisson quadratique “nilpotente”. 

2. Cohomologie de Poisson et forme normale de structure de Poisson 

Soit l7 = flc2) + P une structure de Poisson sur K” ayant n(2) pour 2-jet en 0. 
Pour reduire n a une forme normale formelle, l’outil essentiel utilise ici est l’operateur 
de cohomologie de Poisson associe a flc2) que l’on note Snc2). Pour tout entier positif 
p, 617(2) envoie I’espace V,(Kh) des champs de p-vecteurs sur K” sur celui Vp+l (W”) des 
champs de (p + I)-vecteurs sur K”. 11 est defini par: 
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oti [ , ] est le crochet de Schouten. A cause de l’identite de Jacobi [ZZ(‘), Z7(2)] = 0, on a 
6Z7(*) o 6Z7c2) = 0. Le p-ieme groupe de cohomologie est donnee par: 

Z.$(P) = ker(6Z7c2) : Vp(Kn) -+ V,+l(B?)) 

Zm(6Z7(*) : V,_I (I@) -+ Vp(Kn)) . 

Notations. Soit Z7 une structure de Poisson nulle en 0 ayant pour developpement formel 

Z7=C c UijXiXj + c 1 a!.x’ a A a 
‘J 

iij 11123 
axi axj' 

Dans la suite on utilisera la notation Yi = xia/axi et on remplacera xja/axi par 
(xj/xi)Yi. Ceci a l’inconvenient d’introduire des puissances negatives pour les xi, mais 
permet d’alleger l’ecriture des structures de Poisson au moins lorsqu’on travaille formelle- 
ment. Nous pouvons alors tcrire: 

Z7 = CtI!f,X’Yi A Yj. 
i<j 

Dans cette ecriture de Z7 les n-uplets Z sont des elements de (N U (- I})“, ils contiennent 
au plus deux composantes negatives Cgales a - 1. On distingue trois cas: 
1 Si Z E W il n’y a aucune contrainte particuliere sur les coefficients cz$. 

2 Si Z contient une composante negative Zk = - 1 alors U$ est nul a chaque fois que i et j 
sont differents de k. 

3 Si Z contient deux composantes negatives I,. = Zs = - 1 alors les ah sont tous nuls sauf 
peut-&tre pour {i, j} = {r, s}. 

Posons: 

Z$‘) = XI 
c Q!GYi A Yj, Z-Z(*) = 

c UijYi A Yj 
icj iij 

Alors, on obtient 

n zz n(2) + -y n(‘). 

On a la proposition suivante: 

Proposition 2. Si Z7(‘) est un 2-cobord non nul pour 6lY c2) alors il existe un changement 
de coordonne’es cp : (xt , . . . , x,) H (yt , . . . , yn) du type cp = id +cp’ (ok les composantes 
de PO’ sont des fonctions polynBmiales homogenes de degre’ strictement supe’rieur & 2) qui 
e’limine le terme Z$‘l c’est-&dire qu’on a: 

v*fl = z7C2) + c z7c-Q + O(llyllP), 

avec p = 111 + 2. 
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Tout d’abord, dtcrivons les champs de bivecteurs sur K” qui sont des 2-cobords. Si A est 
un 2-cobord, il existe un champ de vecteurs Z s’annulant a I’origine tel que A = S17(2)(Z). 
Avec les notations precedentes, nous pouvons Ccrire 

Z = CZlX’Yi. 

Les I intervenant dans l’ecriture de Z sont dans (N U I-l})“, ils contiennent au plus une 
composante negative: lorsque I est dam N” il n’y a pas de contrainte sur les reels Z!; par 
contre si I contient une composante negative Zj = -1 alors pour tout i # j, le coefficient 
Z! est nul. 

En utilisant la propriete du crochet de Schouten qui dit que quels que soient les champs 
de vecteurs A, B et C on a la relation suivante: 

[A, B A C] = [A, B] A C - [A, C] A B. 

et avec la notation 

Ai . I = koijlj, 

j=l 

il vient: 

6f7(2)(Z) = Cx’(Z/Aj . I - ZiAi Z)Yi A Yj. 
i<, 

Preuve de Proposition 2. Si l7(‘) est un 2-cobord alors il existe un champ de vecteurs Z 
de degrt p - 1 tel que IT(‘) = SITc2)(Z). 
Posons 

Z = CXJZ/Yi. 
i.j 

A cause de relation (1) on a 

a$ = Z,!Aj I - Z,! Ai I. 

Considerons maintenant le changement de coordonntes 

f+7: (Xl,... >%I)++- (Yl>...>Yrl> 

dtfini au voisinage de 0 par: vi = xi0i avec Bi = 1 + Z!X’. 
On a: 

=eiH,(Xi,Xj)+XjeiC~(Xi,X(} 

-XiQj T z{Xj, 1:) 

(2) 



86 J.-P: Dufour; A. Wade/Journal of Geometry and Physics 26 (1998) 79-96 

Pour les commoditts du calcul on pose: 

Aij(X) = 1 X”CYG. 
l5lJl<p2 

J#f 

I7 vient 

1Yi t Yj 1 = ei@jXixj Uij + Aij(X) + XI 
Zj' I 

a:j+Ai.Zt)-Aj.Zz 
J I )) 

En tenant compte de relation (2) et du fait que le changement de coordonnees reciproque 
de cp est donne par: 

xi = Yi(l - zfy9 + O(llyllP-'>, 
on obtient: 

{Vi. Yjl = YiYjCaij + Aij(y)) + O(llyllp). 

D’oti la proposition. 0 

On est done amen6 Bcaracteriser I’ensemble des n-uplets I tels que I7(‘) soit un 2-cobord. 
Pour simplifier l’ecriture notons: 

A’Z= C A;.ZYi, 
l<i<n -- 

17hECU:jYi AYj, 
iij 

flu, = x’n’ 
D’ 

On a la proposition: 

Proposition 3. Pour que Z7(‘) soit un 2-cobord non nul il faut et il sufJit que les trois 
conditions suivantes soient satisfaites: 

(a) A . I # 0, 
(b) A . Z A “A = 0, 
(c) Z contient au plus une composante n&gative. 

Preuve. (1) Elles sont necessaires: si I7(‘) est un 2-cobord non nul, il existe un champ de 
vecteurs Z = xi j xJZJYi (avec ZJ E R) tel que l’on ait la relation 

oh = Z/Aj ’ Z - Z!Ai . I. (2) 

En posant: 

n 
ZL = CZ!Yi, 

i=l 
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relation (2) devient 

l7:,=Z;r\Ad. (3) 

Or, l7; est non nul, done il decoule de la relation (3) que conditions (a) et (b) sont realistes. 
La condition (c) resulte du fait que les composantes Z!x’xi du champ de vecteurs Z sont 
des fonctions polynomiales homogenes de degre p - 1. 

(2) Elles sent suffisantes: nous dinstinguons les deux cas suivants 
Cus 1: supposons que I E W. Les conditions (a) et (b) assurent l’existence d’un champ 

de vecteurs diagonal ZL verifiant la relation (3). Cette demiere Cquivaut a 

Gas 2: Si I comporte une composante negative Zi = - 1, alors on a d’une part 

l7L=YiA kO!&Yj . 

i 1 j=l 

D’autre part, les conditions (a) et (b) permettent de decomposer l7; sous la forme 

II:, = Z; A A. I, 

on s’apercoit done que dans la decomposition de l7; comme produit exterieur de deux 
champs de vecteurs diagonaux on peut mettre en facteurs les champs de vecteurs Yi et 
A I. Mais, il faudra s’assurer que ces deux champs de vecteurs ne sont pas colintaires. 
Supposons un instant que A . I ne soit pas colirkaire a Yi alors on a: 

II; = h’Yi A A I, (4) 

oti h’ est une constante non nulle. Cette relation (4) signifie que le champ de vecteurs 
Z = h’x’Yi verifie n(I) = 6fl(*)(Z). Autrement dit, le terme fl(‘) est un cobord. 11 suffit 
done de prouver que les champs diagonaux A. I et I; ne sont pas colineaires, ce qui revient 
a montrer que A s I # Ai . ZYi. Montrons-le par l’absurde. 

Supposons qu’on ait Aj I = 0 pour tout j # i. Ceci Cquivaut a: 

Uij = c ajl4. (5) 
l=i 

En multipliant (5) par Zj et en faisant la somme sur tous les j differents de i on obtient: 

Ai . I = CajrIjI,. (6) 
/#i 
I#’ 

Or, le second membre de (6) est nul a cause de l’antisymetrie de la matrice (aij) done on 
aurait A . I = Ai IY; = 0. Ce qui contredirait l’hypothese (a). D’ou le resultat. 0 
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3. RCduction h une forme normale formelle 

Rappelons que deux structures de Poisson Z7 et ZZ’ sont dites formellement (resp. C”) 
isomorphes s’il existe un diffeomorphisme formel (resp. C”) note (o tel que cp*Z7 = Z7’ 
c’est-a-dire qu’on a: 

pour tous f et g, ( , }nf et g, ( , }n Ctant les crochets de Poisson associes respectivement 
aZ7’etZ7. 

Dans la suite, on supposera que (M, mu) = (W” , 0) et ZZ dtsignera toujours une structure 
de Poisson sur K” dont le 2-jet en 0 est une structure de Poisson quadratique diagonalisable 
Z7(*) d’expression diagonale A = (aij). Avec les notations de la section preddente, on a 
le developpement formel 

(No) n Tz n(2) + c Z-Z(‘). 

I#0 

Nous allons montrer que Z7 est formellement isomorphe a une structure de Poisson du type 

fi = Z7(2) + c Z=$‘), 

,>I 
n 7=0 

Pour cela, nous construisons par reccurence un changement de coordonnees formel qui 
permet d’eliminer successivement tous les termes Z7(‘) qui sont tels que A . I # 0. En fait, 
la difficult6 se presente a partir des termes de degre 4. En effet, condition (b) de Proposition 
3 est toujours realiste pour les termes Z7 (0 de degre 3. Puisque dans l’identite de Jacobi 
[Z7.Z7] = 0, les termes de plus bas degre donnent 

0 = [ZZ(*), Z7(‘)] = x’A . I A l7;. 

pour tout I de longueur 1 I I = 1. Ainsi, les termes Z7 (‘) de degre 3 tels que I contiennent 
au plus une composante negative, satisfont aux conditions (b) et (c) de Proposition 3. 
Cette demiere montre que parmi ces termes, ceux verifiant la relation A . Z # 0, sont 
des 2-cobords. On applique la Proposition 2 qui assure l’existence d’un changement de 
coordonnees cp Climinant tous les termes Z7 (0 de degre 3 tels que Z comporte au plus une 
composante negative et verifie A . Z # 0. 

Mais, la condition (b) n’est en general pas satisfaite par les termes ZZ(‘) de degre stricte- 
ment suptrieur a 3. Par exemple, pour ce qui est des Z7 (‘) de degre 4, l’identitt de Jacobi 
donne: 

c [n(2), nq + c [n(J), z7q = 0. 
(II=2 ,+.Y=, 

J#O.K#O i 

Or, on a la proprietb suivante: 

(7) 

PropriCtb 1. On a: 

[n(J) fl(K)] = .p+KA(J,K) pour tous J et K, 
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oLi ACJ3K) est un champ de 3-vecteurs diagonal, c’est-&dire qu’il s’kcrit sous la forme 
ncJSK’ = c yi;iKYi /I Yj A Yk, aVec Y,siK E ki. 

Pour justifier cette propriete, il suffit de dtvelopper la relation: 

[ncJ), n(K)1 = CX"ClCYi A Yj, C.XKa,lYr A Ys , 

i<j T<S 1 
en utilisant le fait que quels que soient les champs de vecteurs X, Y, 2 et T on a la 
relation 

[X A Y, z A T] = [X, Z] A Y A T - [X, Tl A Y A z 

- [Y, Z] A X A T + [Y, T] A x A z. 0 

Done si 111 = 2, la relation (7) s’ecrit: 

A. I An; + c A(J-K) = 0. (8) 
J+K+I 

Cette derniere relation montre qu’en general, la condition (b) de la Proposition 3 n’est pas 
realide par les termes Z7(‘) de degre 4. 

En fait, on a la relation (8) pour tous les Z7 (0 de degre strictement superieur a 3. On peut 
done dire (Proposition 3) que d’une maniere gtntrale, les termes Z7(‘) de degre strictement 
superieur a 3 ne sont pas des 2-cobords. Pour s’affranchir de cette difficult& nous imposons 
l’hypothese gtnerique suivante: 

(H) Pour tout Z = (II,. . , Zi-1, -1, Zi+t, . . . , Zj-1, -1, Zj+t, ... , In) avec Z/ E kJ(VZ # 
i, j), si Ai A Yi A Yj = 0 alors A . Z = 0. 

A present nous sommes en mesure de formuler le 

Thbor&me 1. Toute structure de Poisson d 1 -jet nul2 l’origine et dont lapartie quadratique, 
de forme Z7(*), sat&-fait l’hypothkse (H), est formellement isomorphe 2 une structure de 
Poisson du type 

(NI) n=x x’cd.Y. A Y, 
‘J’ J’ 

iii 
A.I=O 

Remarquons d’abord que le champ de vecteurs diagonal 

A’Z=~Ai-ZYj= C LZij Zj Yi 
i=l ki,j<n 

s’identifie avec I’image de Z par l’endomorphisme de Kn ayant A = (aij) pour matrice. On 
voit done que seuls les n-uplets Z qui sont dans le noyau de cet endomorphisme interviennent 
danslaformenormale (Nt). Sienplusdel’hypothese(H), lamatrice A = (aij) est inversible 
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alors J7(2) est formellement isomorphe a toute structure de Poisson dont elle est le 2-jet 
en 0. 

Avant de passer a la demonstration du theoreme, voyons comment s’interprete l’hypothese 
(H) dans le cas particulier oti n = 3. Considerons la structure de Poisson diagonale sur M3 
definie par 

a a a a a a fZc2) = cxyc A - +ayz- A - + bzxF A ax, 
ay ay az i 

avec a2 + b2 + c2 # 0. Tout multi-indice comportant deux composantes negatives s’ecrit 
sous l’une des formes suivantes: 

7 = (Jr. -1. -l), II E b4 - [O. I, 2), 
J = (-1, J2, -I), J2 E FU - [O, 1.21, 
K=(-I,-l,K3), K~EFU-{0,1,2]. 

Done l’hypothese (H) se traduit par les assertions suivantes: 
- Si c - b = 0 alors clt + a = 0 et bll + a = 0, pour tout 11 E FU - {0, I, 2). 
- Si c - a = 0 alors cJ2 + b = 0 et a& + b = 0, pour tout J2 E FV - [O, I, 2). 
- Si a - b = 0 alors bK3 + c = 0, et u K3 + c = 0, pour tout K3 E FU - (0, 1,2]. 

Comme les coefficients a, b et c ne sont pas simultanement nuls, pour que l’hypothese 
(H) soit realisee, il faut et il suffit qu’on ait (u - b)(b - c)(c - a) # 0. 

Notation. On note VJ” l’espace des champs de q-vecteurs sur K” dont les coefficients sont 

des fonctions polyn6miales homogenes de degre p et on designe par Nip) le sous-espace 

vectoriel de If,(‘) forme d’elements du type: 

A = C A!,,,,, X’Y;, A “’ A Yiy. 
Y 

IIl=IJ-y 
A I=0 

C’est-a-dire que les I intervenant dans les coefficients des elements de Nip) sont dans le 
noyau de l’endomorphisme de matrice A. 

La demonstration du Theoreme 1 utilise le lemme suivant: 

Lemme 1. Si n(J) et IICK) sent respectivement dans N.,f’ et Np’ alors leur crochet 
(I+??-1) [ncJ), flCK)] est dans N3 . 

La preuve de ce lemme est une consequence immediate de la PropriCtC 1. 

D6monstration du Thkor?me I. 11 s’agit d’eliminer pas a pas tous les termes II(‘) = 

x’ Cicj cri’J Yi A Yj de la decomposition (No) verifiant A . I # 0. Supposons qu’on ait: 

l7 = n(*) + c nCJ) + c n(I) + O(llxll”). 
O<IJl5p-3 

A.J=O 
lIl=p-2 
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Dans l’identitt de jacobi [I7, II] = 0, les termes de degre p + 1 donnent: 

91 

c [n(2), l-c] + c [n(J), n(K)] = 0. 

iIl=p-2 J+K=I 
J#O.K#O 

Grace au Lemme 1, on peut decomposer (9) en: 

y [I7(“‘, I7(‘)] = 0, 

[n(2), nq + c [n(J), lp)] 
J+K=/ 

J#O.Kj=O 

Ce qui peut encore s’ecrire 

Ahl7,:=0 si A . I # 0, 

A. I A l7; + A’ = 0 si A. I = 0. 

(9) 

(10) 

A’ Ctant un champ de 3-vecteurs diagonal. Considerons maintenant un terme n(‘) de degre 
p tel que A . I soit non nul. Deux cas sont a envisager. 
- Si I comporte au plus une composante negative, alors I7(‘) satisfait aux hypotheses de 

la Proposition 3. Celle-ci assure qu’il est un 2-cobord. On applique la Proposition 2 qui 
montre l’existence d’un changement de coordonnees cp~ Climinant le terme II(‘). 

- Sil =(Zt, . . ..Zi~l.-l.Ii+l....,Ij_i,-l.~j+l,...,Z,) avecZl E N,Vl# i. jalors 
“A s’Ccrit: 

l7; = pY[ A Yj, 

ou p est une constante. Compte tenu de (10) on a: 

A4r\l7:,=0. 

Ce qui donne: 

//_A. I A Yi A Yj = 0. 

Si p n’etait pas nul alors en vertu de l’hypothese (H) on aurait A . I = 0. Ce qui 
est absurde. Done p est forcement nul. I7 s’ensuit que I7(‘) = x’l7; = 0. Ainsi, de 
proche en proche, on tlimine tous les termes I7(‘) verifiant A . I # 0. Ce qui acheve la 
demonstration. 0 

4. Un r&&at de forme normale en classe Cm 

Soit I7(*) une structure de Poisson quadratique diagonalisable sur W, d’expression diag- 
onale A = (aij). On designe par A 1, . . , A,, les vecteurs lignes de A et on note h 1, . . . , h, 
respectivement la somme des composantes de A 1, . , A,. 
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Thkor&me 2. Si les conditions suivantes sont realise’es: 
(PI) Pour tout multi-indice I = (I), , . . , I,,) E W, on a pour tout i 

Ai f ?AjIj. 
j=l 

(P2) PourtoutZ = (II,. . , Zi-1, -l,Z[+t, . , Zj-1, -l,Zj+l.. . , I,),aVKZl E N(Vl # 
i, j), il existe un indice k d$ferent de i et j tel que: 

aik + ajk # C aklI1. 
lfi. j 

(P3) I1 existe un indice i tel que les coeficients aik, pour tout k # i, sont de meme signe 
et tel que hjki < 0, Vj # i. 

Alors toute structure de Poisson ll = lTc2) + P sur R”, 06 le 2-jet en 0 de la perturbation P 
est nul, se ram&e a n(2) par un changement de coordonnees de classe Cm convenablement 
choisi. 

La version formelle de ce theoreme que l’on retrouve dans [D3] est un cas particulier du 
Theoreme 1. En effet, (P)2 entrake l’hypothese (H). Done, il dtcoule du Theoreme 1, la 
forme normale formelle suivante: 

n = flc2) + C C XItYfjYi A Yj. 
i<j IIi>O,A.I=O 

Par ailleurs, si I E Nn - {O] alors A . I # 0 car sinon, on aurait 

Ai =Ai +k+AjIj. 
;=I 

Ce qui contredirait l’hypothtse (PI). 
Si I = (It,. . . , Zi_1, -l,Zi+l,. . . , In,), la relation A . I = 0 tquivaut a: 

Ai = EAjl,, 

j#i 

ceci est impossible (a cause de (PI)). 
Enfin, lorsque I = (Ii,. . . , Zi-1, -1, li+l, . . , Zj_1, -1, Zj+t, . . . , I,), l’hypothese 

(P2) nous assure que A I est non nul. Par consequent, la forme normale formelle est 
reduite a K&r = flc2). 

Done la version formelle du thtoreme 2 utilise uniquement les hypotheses (Pl) et (P2). 
Nous allons montrer qu’en renforcant ces hypotheses par (P3), nous obtenons une version 
Coo. Introduisons les definitions suivantes: 

DCfinition. Un point fixe d’un champ de vecteurs X sur W est dit hyperbolique si les 
parties reelles des valeurs propres de la linearisee de X en ce point sont toutes non nulles. 
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DCfinition. Soit X un champ de vecteurs sur iw” nul a l’origine de flot (cpt). On appelle 
variete stable (resp. instable) de X en 0 l’ensemble des x E [w” tel que pOt(x) soit defini 
pour tout t 6 R+ (resp. t E W) et lim 1++oo V,(X) = 0 (resp. limt+--oo cpt(x) = 0). 

Lemme 2. Soit X = Ci oixi axi un champ de vecteurs sur R” diagonal et hyperbolique. 
Soit f une fonction ve’rifiant l’equation: 

(6) X(f) = Cf? 

oti c est une constante. Si f est plate en 0 alors elle est plate sur les varittes stable et 
instable de X en 0. 

La preuve de ce lemme est sans diffculte, on la trouve par exemple dans [Wa]. Un des 
outils de la demonstration du Theo&me 2 est le resultat de linearisation d’un champ de 
vecteurs dont la generalisation a et6 Ctablie dans la reference [RI: 

Thkor&me 3 [RI. Soit X = C2<iCn(/3i (t)xi + fi (t, x2, . . , x,,))&xi un champ de vecteurs 
sur R” tel que les fonctions fi (t, x2, . . . , x,) soient plates sur l’hyperplan (x2 = . . = 
xr, = 0). Supposons que les coefficients pi (0) sont strictement posit@. Alors il existe un 
changement de coordonnees 

cp: (t,x2,..., &I) - 0, Y2, . . .1 Yn) 

definipar: yi = xi + t’i(t, X) (avec Bi plate sur (~2 = . . . = x, = 0)) et telles que 

En fait, dans la preuve du Theoreme 2 on se sert plutot du cas particulier ou les ,L$(t) 
sont constantes au voisinage de l’origine. On rappelle la definition du rotationnel d’un 
champ de p-vecteur [DH]. Supposons que la variete M soit orientable et admette la forme 
volume Q. L’application 52’ de l’espace V,(M) des champs de p-vecteurs dans celui des 
(n - p)-formes differentielles sur M definie par A H iAfl est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Notons Qn# son isomorphisme reciproque et Da = O# o d o 52’ (oti d est 
l’operateur de differentiation exterieure). 

Definition. Le rotationnel d’un champ de p-vecteurs A relativement a Q est le champ de 
(p - I)-vecteurs on(A). 

Revenons aux structures de Poisson. 

Demonstration du Theoreme 2. Soit Il = 17c2) + P, une structure de Poisson sur [w” (ou 
P est un champ de bi-vecteurs d’ordre strictement superieur a 2 en 0). On note Xc’) le 
rotationnel de ITC2) relativement a la forme volume canonique Ru. On suppose que les 
hypotheses (PI) et (73) sont realisees. Pour (P3), on suppose qu’elle est satisfaite pour 
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l’indice i = 1; for example Uti est positif, pour tout i > 1. D’apres ce qui precede on peut 
ecrire a un Coo-diffeomorphisme pres: 

n zz n(2) + n 30, x = x(l) + x cc 

ou ITm est un champ de bi-vecteurs plat en 0 (c’est-a-dire que ses composantes sont des 
fonctions plates en 0), X designe le rotationnel de n relativement a Qu et X, plat en 0. 
Comme X(l) est hyperbolique, le resultat classique de Stemberg assure l’existence d’un 
Cm-diffeomorphisme 

l/I: (Xl,... ,&,I- (Yl*....Yn) 

defini par: 

yi = xi + &w(x), 

avec des fonctions @ioo(n) plates en 0 et verifiant: 

$*X = x(l). 

Posons: F7’ = +*l7. La structure de Poisson l7’ se decompose en: 

n’ = n(2) + n’ 00’ 

fl&Ctant plat en 0. 

(11) 

Maintenant, on se sert du fait que le rotationnel Do d’une structure de Poisson n 
relativement a une forme volume Q est un isomorphisme infinitesimal, c’est-a-dire qu’on 
a [I7, Do] = 0 (voir par example [DH]). Et on tire de la relation [I7, X] = 0 qu’on a 

0 = cp*]X, n1= [?h*X, Ilr*m 
= [X”‘, n(*) + nk] = [XC’), n&1. 

Notons tij(y) les composantes de &. En passant aux coordonnees locales, la relation 
[X(t) I7’ ] donne: ’ 00 

X(‘)(Tij) = (hi + hj)tij. 

Or, les fonctions rij sont plates en 0 done le Lemme 2 permet de dire qu’elles sont plates 
sur les sous-varietes {yj = 0) et {ye = . = _yn = 0). En particulier, on a: 

tij(Yl,...3 Yn)=Yl~ij(Yl,...,Y~‘n). 

Designons par X, 1 le champ de vecteurs hamiltonien de yt et posons: 

AI = -: = -&u,,\i + rij)$. 
j=* J 

I1 decoule de la propriete (p3) que le champ de vecteurs Al realise les hypotheses du 
theoreme de linearisation h parametre (Theoreme 3), on en conclut qu’il existe un Coo- 
diffeomorphisme 

V : (Vi 3 . ..,Y,) t+ (Zl,...,Zn) 
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defini par: ~1 = ~1, Zi = yi + q,F pour tout i > 1, les ‘p” etant des fonctions plates en 0 
telles que: 

,I 

@AI = &z&. 
i=? I 

Ce qui Cquivaut a: 

pour tout i > 1. Cela peut encore s’ecrire: 

(2213 Zi] = UliZlZi. 

Pour finir, on applique l’identite de Jacobi a la structure de Poisson (o,I7’. On a: 

(Zl, (ii,Zj)) +lZi, (Zj9Zlll +(Zjt (~13Zill =O. 

Soit, 

-xz1 ((Zi, ZjI) + (Zi, UjlZjZlI + (Zj, UliZlZi] = 0, 

ou encore 

Al((zit Zjl> = (uli + ulj)(zi, zj). 

Posons: 

(12) 

(Zi, Zj} = UijZiZj + Uij(Zl9 . , Zn), 

les fonctions Vij sont plates en 0 et la relation (12) donne: 

Ai(vij) = (ari + arj)uij. 

Fixons z 1, notons: 

$(z*,..., Zn)=Vij(ZI3...3Zn) 

etplacons-nous sur I$“‘-’ muni du systeme de coordonnees (~2, . . , 2,). D’apres l’hypothese 
(?3) le champ de vecteurs A1 est hyperbolique. On applique le lemme 2 qui montre que 
les u,: sont plates sur les varietes stable et instable de A1 en 0. Mais, le fait que les ari 
soient tous positifs implique Cgalement que la variete instable de Al en 0 coincide avec 
IQ”- tout entier. On en conclut que 

u,Zj’ (z2, . . . , Zn) = Uij(Zl, . . . , Zn) = 0, 

pourtout(zr,...,z,) E W. 
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D’oii 

{Zi 1 Zj} = UijZiZj. 

Ce qui achkve la dtmonstration. 0 
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